Continuidad de una funcion

Una idea intuitiva de funcion continua se tiene al considerar que su grafica es continua, en el sentido
que se puede dibujar sin levantar el lapiz de la hoja de papel.

Continuidad de una funcién en un punto

Se dice que una funcién f(x) es continua en un punto x = a si y s6lo si se cumplen las tres
condiciones siguientes:

1. Que el punto x= a tenga imagen.

Af(a)
2. Que exista el limite de la funcion en el punto x = a.

Ellxi_rﬂ f(x)elimf(x)=limf(x)

3. Que la imagen el punto coincida con el limite de la funcién en el punto.

f(a) =Ixi_r£ f{x)

Ejemplo:
2 . 2

Estudiar la continuidad de f(x)= X SJ_ X< en x =2
4 8§ x=2

f(2)=4

1 2 i
lim,_,-x“ =4

lim,_,+x% =4

luego lim,_, x% =4
por tanto f(2) = lim,_,, f(x) = 4

luego la funcion es continua en x=2
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Continuidad lateral

Continuidad por la izquierda

Una funcién f(x) es continua por la izquierda en el punto x = a si:

fla)= Jlti_[r:_f(x)

F(2)=lim F(x)=4

Continuidad por la derecha

Una funcién f(x) es continua por la derecha en el punto x = a si:

f(a)zli_['r}f(x)

Ejemplo:

f(2)= Ii_[2n+f(x) =4

Una funcion f es continua en un punto si es continua por la izquierda y es continua por la
derecha:

fla)=lim f(x)=1lim f(x)

Ejemplo:
F2)=limf(x)=limf(x)=4




Continuidad de funciones

Las funciones polindmicas, racionales, con radicales, exponenciales, logaritmicas y
trigonométricas son continuas en todos los puntos de su dominio. :

Ejemplo:

La funcion f(x) = 3 es continua en R— {3}.

En x = 3 no es continua porque no esta definida. )
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Funciones definidas a trozos

Las funciones definidas a trozos son continuas si cada funcion lo es en su intervalo de definicion, y
si lo son en los puntos de divisidn de los intervalos, por tanto tienen que coincidir sus limites laterales.

Ejemplo:
1 si x =1
., X si 1 <x=<3 )
La funcion f{x)= ) < es continua en R.
-x+6 8 3<«<x=6
0 si O «<x

Porque las funciones que la componen son polinémicas y los limites laterales en los puntos de
division coinciden.

=

Operaciones con funciones continuas
Si fy g son continuas en x=a, entonces:
f+ gescontinuaen x = a.
f-gescontinuaenx=a.

f/ gescontinuaenx=a,sig(a)#0.

f o g es continua en x = a.



Discontinuidad de funciones

Si alguna de las tres condiciones de continuidad no se cumple, la funcién es discontinua en a.
Ejemplo:
2 -
X° 81 X <2

f(x)=
4 s5i x>»2

La funcion es discontinua porque en X = 2 no existe imagen.
Ejemplo:
2 -
X° 8l X <2

f(x)=4q1 si x=2
4 s X»2

La funcion es discontinua porque en x = 2 no coincide la imagen con el limite.

Tipos de discontinuidad

Discontinuidad evitable
Una discontinuidad es evitable en un punto x = a si limf{x) existey éste es finito.
X—3>a

Nos encontramos con dos tipos de discontinuidad evitable:

1. La funcién no esta definidaenx=a. Af (a)
Ejemplo 1:
X% 8l X <2

f(x)=
4 5i x»2

lim F(x)=lim F(x) =4 Af (2)


http://www.vitutor.com/fun/3/b_1.html#co�

2. Laimagen no coincide con el limite.  f (@) =lim#f(x)
Ejemplo 2:

x* s x <2
f(x)=:2x 5 x>2

1 si x=2
f(2)=1 Ll_fzn_f(szll_}r?j(x):él
f(2) = le_r}zn f{x)

Cuando una funcion presenta una discontinuidad evitable en un punto se puede redefinir en dicho
punto para convertirla en una funcion continua.

Ejemplo:

Redefinimos la funcion del ejemplo 1 para que sea continua en X=2:

F(2)=limF(x)

x? 5f x <2
4 5 x=22

f(x):{

Discontinuidad inevitable

Una discontinuidad es inevitable o de primera especie si existen los limites laterales en x = a,
pero son distintos.

lim f(x )= lim f(x)
Salto

Salto es la diferencia en valor absoluto de los limites laterales.

lim f(x)- Iimj(x)

X2

Segun el tipo de salto nos encontramos con dos tipos de discontinuidad inevitable:
1. Discontinuidad inevitable de salto finito

La diferencia entre los limites laterales es un nimero real.



Ejemplo:

lim F(x)—lim f(x)| =k kel

x° sf x <2
f(x)=:2x s x=2
1 s x=2

lim x% =4 lim1=1

x—3Z" x—32

En x = 2 hay una discontinuidad inevitable de salto finito 3.

2. Discontinuidad inevitable de salto infinito

La diferencia entre los limites laterales es infinito.

lim f(x)-lim f(x)=c0

Ejemplo:
x? i x =2
f(x)=9 2
Sl x =2
=2
limxZ =4 lim =to
x=2 x=a2¥ v TP

En x = 2 hay una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Discontinuidad esencial

Una discontinuidad es esencial o de segunda especie si no existe alguno de los limites laterales en

X =a.
Ejemplo:
F(x)=x% si x=2

lim x% =4 Alim

x32 xa2t




En x = 2 hay una discontinuidad esencial porque no tiene limite por la derecha.

Ejemplo:
f(x)=4 si x=2 4 o
Alim lim4 =4 “
x—3Z~ xa2t
0
1] :I + i

En x = 2 hay una discontinuidad esencial porque no tiene limite por la izquierda.
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